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ABSTRACT: With the increasing penetration of renewable 

energy generations, the uncertainties of these generations 

bringsignificant influences on power system operations and 

control. The Itô process is an important tool in the analysis of 

stochastic dynamic systems. It models the uncertainties of 

renewable generations as stochastic differential equations, 

which is consistent with the ordinary-differential-equation 

model of the dynamics of power systems. Therefore, the 

Itô-process model makes it easier to analyze the impacts of 

uncertainties on power system dynamics. Power system 

analysis and control based on the Itô-process model achieve 

success in many areas, such as stability analysis, security 

analysis, optimal control, etc. However, it is still an open 

problem whether the Itô-process model can describe the 

stochastic characteristics of renewable generations accurately, 

which is very fundamental in power system analysis and 

control based on Itô processes. Under this background, this 

paper discussed the ability of Itô processes to describe the 

uncertainties of renewable generations thoroughly. On the one 

hand, we proved that the Itô-process model can be used to 

accurately describe the probability distribution, the temporal 

and spatial correlation of renewable generations; on the other 

hand, this paper proposed a parameter estimation method of the 

Itô-process model in order to obtain the parameters based on 

historical data. Case studies show that the Itô-process model 

can be compatible with existing models of renewable 

generations, and can be estimated in a data-driven manner, thus 

providing a modeling basis for the further applications of the 

Itô process in the power system. 
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摘要：随着新能源发电渗透率的不断增加，其出力随机性对

电力系统的动态运行与控制产生的影响日益显现。伊藤过程

是分析随机动态系统演化特性的重要基础理论，其将新能源

出力的随机性建模为随机微分方程，可与电力系统动态过程

的常微分方程模型统一处理，从而可较好地分析随机性对电

力系统动态过程的影响。虽然该理论已在电力系统的稳定分

析、动态安全、最优控制等领域取得了研究成果，然而，现

有研究工作均尚未系统回答伊藤过程能否被用于准确刻画

新能源的出力随机性这一基础性问题。因此，该文从模型和

数据的角度分别论证了伊藤过程用于新能源出力随机性建

模的可行性与完备性：一方面，证明伊藤过程模型可以用于

描述新能源随机性的概率分布、空间相关性、时序相关性等；

另一方面，给出了基于极大似然估计的伊藤过程模型参数估

计方法，可基于历史数据实现伊藤模型的参数辨识。最后，

通过算例说明伊藤过程既可与现有的随机性模型相兼容，又

可以数据驱动的方式进行参数在线辨识，从而为伊藤过程在

电力系统中的进一步应用提供建模基础。 

关键词：新能源；不确定性；伊藤过程；随机控制；概率分

布；相关性；参数辨识 

0  引言 

随着社会经济的高速发展，风电、光伏等新能

源发电在电力系统中的重要性日益增加[1-2]。与传统

的火电、水电机组的出力特性不同，风电和光伏发

电的出力具有较强的随机性，而随机性对于电力系

统的稳态及动态运行控制造成了重大挑战[3-4]。 

在考虑随机性的条件下，电力系统的动态特性

由常微分方程转变为随机微分方程，其特性更为复

杂，也更难以求解。针对该问题，常用的求解方法

包括基于场景的数值方法和基于模型的解析方法。
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基于场景的数值方法将新能源出力的随机性模拟

成大量的场景，而每个场景均不再含有随机性，可

以采用确定性控制的方法进行求解[5-7]。基于场景的

方法在电力系统运行控制的研究中取得了良好的

效果，但大量场景带来的计算复杂度对该类方法的

实际应用形成了制约[8-9]。 

基于模型的解析方法通过合适的随机性模型，

可以将新能源出力的随机性较好地纳入到电力系

统的分析中。伊藤过程是分析随机动态系统演化特

性的重要基础理论，它采用随机微分方程描述随机

性，能够较好地描述随机性的概率分布和时序相关

性，因此在金融[10]、随机控制[11]等注重时序耦合的

领域均得到了广泛的应用。由于伊藤过程的随机微

分方程形式和描述电力系统动力学特性的常微分

方程类似，因此可以将随机性的伊藤过程模型和电

力系统的常微分方程模型统一处理，从而较好地分

析随机性对电力系统动态过程的影响[9,12-15]。在稳

定分析方面，文献[13]基于伊藤换元公式研究了

AGC 系统在随机扰动下的小信号稳定性问题；在安

全分析方面，文献[12]利用后向 Kolmogorov 方程，

研究了随机激励对系统频率动态安全性的影响机

理问题，文献[9]利用伊藤过程的生成函数法，研究

了 AGC 系统的各项控制指标的评估；在随机控制

方面，文献[14-15]给出了级数展开方法，给出了新

能源电力系统的分析和控制问题的快速求解方法。 

以上文献均研究了伊藤过程在电力系统运行

控制问题中的应用，但其中所采用的伊藤过程模型

均为简化的模型(如线性模型等)，并不能充分描述

较复杂的新能源随机性。事实上，文献[9,13]中均

采用了线性伊藤过程模型，而该类模型仅能描述正

态分布的随机特性；文献[14-15]中利用 Fokker- 

Planck方程证明了伊藤过程可以描述任意的概率分

布特性，但并未涉及新能源随机性的时序相关性。

因此，现有研究工作均尚未系统回答伊藤过程能否

被用于准确刻画新能源的出力随机性这一基础性

问题。该问题的主要挑战在于，基于随机动态分析

的伊藤过程模型和传统的基于概率分布等方法的

模型在形式上差别较大，并不容易建立两者之间的

联系。该类研究的缺乏制约了伊藤过程理论在电力

系统运行控制问题中的进一步应用。 

基于上述背景，本文系统地论证了伊藤过程在

新能源随机性建模方面的适用性，以便进一步推广

伊藤过程在新能源电力系统中的应用。一方面，本

文从模型的角度证明了伊藤过程不仅能描述常见

的新能源随机性概率分布，还能对新能源随机性的

时序相关性、空间相关性等进行较为精确的描述。

另一方面，本文从历史数据的角度给出了基于极大

似然估计的伊藤过程参数估计方法。最后，通过算

例分析进一步说明了伊藤过程用于建模新能源出

力随机性的有效性，从而为伊藤过程在新能源电力

系统中的应用提供了建模基础。 

本文组织如下：第 1 节简要论述伊藤过程在电

力系统中的应用；第 2 节讨论伊藤过程的概率分布

和空间相关性；第 3 节讨论伊藤过程的时序相关性；

第 4 节给出伊藤过程的参数估计方法；第 5 节通过

算例论证本文相关结论的正确性；第 6 节总结全文。 

1  电力系统动态问题和伊藤过程 

1.1  考虑随机性的电力系统动态问题 

在电力系统的动态分析与控制中，常会遇到如

下形式的动态方程： 

 ( )t tX b X  (1) 

式中：Xt 为系统的状态变量，例如系统频率、发电

机状态等；函数 b则表示系统的状态方程和控制律

方程等。在该系统的最优控制问题中，需要优化的

目标函数可以写作如下形式： 

 
0

( )d
T

tJ f t  X  (2) 

式中：T 为控制周期；函数 f 描述了系统的控制效

果。在电力系统的控制问题中，对于该类问题有较

多的研究，例如文献 [16]采用了模型预测控制

(model predictive control，MPC)的方法处理孤立电

力系统的频率响应问题，文献[17]给出了电力系统

频率稳定的鲁棒控制策略。 

由于新能源出力的随机性较大，在新能源电力

系统的运行控制问题中显式考虑新能源出力随机

性的影响，是一个重要的研究方向，并且有大量的

文献对此进行了研究[5-7]。为了便于分析，此处给出

较为一般性的考虑随机性的表达式，即： 

 ( , )t t tX b X   (3) 

式中t 为新能源出力的随机性变量。 

由于t 的存在，状态变量 Xt 是含有随机性的，

因此式(2)中的目标函数需要写作期望形式，即： 

 
0

( )d
T

tJ f t  XE  (4) 
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式中 E 表示对t 求期望。 

由于新能源出力的随机性t 的统计特性较为

复杂，在式(4)中，期望值的求解是一个具有挑战性

的问题。由于很难采用解析的方法对式(4)进行求

解，在现有的方法中，一般采用基于场景集的思路

对该式进行仿真求解和优化。 

1.2  基于场景集的数值方法 

基于场景集的方法根据随机性模型，通过蒙特

卡洛仿真等方法模拟出一系列场景，并将每个场景

代入电力系统模型中以便分析[5-7]。具体来说，假设

抽取了t 的 M 个场景，即{t


}1,2,,M，那么式(3)、

(4)可以写作： 

 
0

1

( )

1
( ( )d )

,t

M T

t

t tb

J f t
M

  





 

 

 

X

X

X 
 (5) 

由于式(5)中的随机量t 已经被替换成确定性

的场景t
，因此原始的随机控制问题被转化成一个

确定性控制的问题，可以通过确定性控制的相关方

法得以求解。 

基于场景集的方法在电力系统运行控制中得

到了大量应用，但大量场景带来的计算复杂度对该

类方法的实际应用形成了制约[8-9]。一般来说，式(5)

的问题规模和场景数量 M 成正比，而为了保证准确

性，M 通常需要很大。例如文献[18]的研究表明，

对于一类含有 100 个变量的含约束随机优化问题，

至少需要 20000 个场景才能达到 99%的置信度。因

此，基于场景集的方法难以适用于较大规模的系统。 

值得注意的是，现有方法在计算复杂度方面的

困难并非来源于具体的运行控制模型，而是来源于

对随机性的处理方法，即场景集处理方法。而采用

场景集处理方法的一个重要原因是现有的新能源

出力随机性模型(包括基于概率分布的模型、基于时

间序列的模型等)难以和电力系统的动态特性在统

一的框架下建模，因此只能采用场景集作为“过渡”

模型。近年来，一些文献将新能源出力随机性建模

为伊藤过程模型，并在此基础上研究了电力系统的

运行控制问题，其效果较传统方法有了较大的改

进。下文中将介绍伊藤过程模型在电力系统控制问

题中的优势。 

1.3  基于伊藤过程的方法 

伊藤过程采用随机微分方程描述随机变量的

随机特性。由于能够很好地刻画随机变量的时序特

征，并且随机微分方程的很多特性和常微分方程有

相似之处，便于使用随机分析的相关工具进行处

理，因此伊藤过程在一些领域(尤其是金融领域[10])

得到了广泛应用。近年来，一些文献开始将伊藤过

程应用于电力系统领域[9,12-15]。具体来说，伊藤过

程模型将随机变量t 描述为如下的随机微分方程： 

 ( )d ( )dd t t t tt  W      (6) 

式中：Wt 为维纳过程，是一类具有标准特性的随机

过程[19]，该随机微分方程定量描述了标准的维纳过

程Wt和待建模的新能源随机性t之间的关系；(t)

为随机量向期望值移动的趋势，称为漂移项；(t)

为Wt 的随机性对t 的随机性的影响，称为扩散项。

通过不同形式的(t)和(t)，即可构造出不同特

性的随机过程t。 

伊藤过程模型的优势在于其随机微分方程的表

述形式和电力系统动态模型的常微分方程(式(3))非

常接近。事实上，可以将式(3)、(6)合写为如下形式： 

 
( ) ( )

( , )
d d dt

t t t

t t
tt

                

X b X
W


    

0
 (7) 

可以看出，式(7)也是随机微分方程的形式，因

此 Xt 和t 整体也可以看作伊藤过程。这就实现了随

机性和系统动态的统一描述。此时，只需要用随机

微分方程的相关工具代替常微分方程的相关工具，

就有可能对电力系统动态和随机性进行统一的分

析。文献[9,12-15]中均利用伊藤过程和常微分方程

的统一性简化了含有随机性的电力系统的分析与

控制。 

1.4  现有方法存在的问题和本文的主要工作 

尽管伊藤过程模型表现出了很好的与电力系

统运行特性相结合的特性，但是已有文献并未加大

如下问题：伊藤过程能否有效地建模新能源出力的

随机性？现有的基于伊藤过程的研究[9,12-15]均直接

假设新能源出力随机性满足伊藤过程模型，并且仅

采用了最简单的线性伊藤过程描述新能源随机性。

可以证明，线性伊藤过程模型仅能描述高斯分布，

而已经有文献表明新能源的随机性不满足高斯分

布[20]，因此，现有的基于伊藤过程的分析和控制方

法难以应用在实际的电力系统中。 

当前，已经有很多文献提出了描述随机性的模

型[20-21]，它们涵盖了随机性的概率分布、时序相关

性、空间相关性等。因此，为了扩展上述基于伊藤

过程的运行控制方法在电力系统中的应用，必须解
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答如下问题：伊藤过程是否能够与现有文献中的新

能源随机性模型有效地兼容，以及如何根据现有的

模型或者历史数据得到伊藤过程模型。而根据本文

作者的了解，文献中仍然缺乏对该问题的系统性   

研究。 

针对上述问题，本文将系统性地论述伊藤过程

在处理新能源随机性方面的适用性，包括概率分

布、协方差、时序相关性等。本文将从两个角度论

述这一问题：从模型的角度，本文将讨论如何根据

现有的一些随机性模型构造相应的伊藤过程模型，

以便证明伊藤过程模型与这些现有模型的兼容性；

另一方面，本文将讨论如何根据历史数据得到伊藤

过程模型，并通过验证所得到的伊藤过程模型的有

效性。 

2  基于模型的伊藤过程构造方法 

2.1  新能源随机性的常见模型 

假设有 N 个新能源机组，第 i 个新能源机组在

在时刻 t 时的出力为 Pi,t。同时，考虑新能源出力的 

预测值为 pred
,i tP ，则有如下关系： 

 pred
, , ,i ii t ttP P    (8) 

式中i,t 为预测误差。 

一般来说，新能源出力 Pi,t 的随机特性与其预

测误差i,t 的随机特性并不相同，例如对于风电，

其出力可以用 Weibull 分布描述[22]，但文献[20]的

研究表明，风电预测误差用 Beta 分布描述更加合

理。本文主要讨论的随机性为新能源出力预测误差

i,t 的随机特性。此外，研究表明风电和光伏的出力

预测误差均具有较强的长尾效应[20,23]，因此用正态

分布通常难以描述。为方便起见，后文中将用列向

量t 表示所有新能源机组的出力预测误差。 

如果考虑不同的节点 i 和时刻 t，在多维空间下

的各个i,t 的联合分布会非常复杂。文献中研究新

能源出力随机性时，一般将每个节点的新能源随机

性的边缘分布和多个节点之间的空间相关性分开

考虑。常见的概率分布包括正态分布[5]、拉普拉斯

分布[24]、Beta 分布[20]、柯西分布[25]等。描述相关

性的方法包括协方差[26]、Copula 函数[27]等。 

以上讨论了单个时刻的新能源出力随机特性，

而很多文献中还讨论了新能源出力的时序相关性，

例 如 自 回 归 滑 动 平 均 (auto-regressive moving- 

average，ARMA)模型[28-30]、马尔科夫模型[21,31]、自

相关函数模型[32]等。 

最简单的 ARMA 模型是 ARMA(1,0)模型，即： 

 1t t t     (9) 

式中t 为相互独立的标准正态分布随机变量，也是

ARMA 模型中的随机性来源。在向量形式下，通过

合适的数学变换，一般的 ARMA(p,q)模型均可变换

为 ARMA(1,0)模型[33]。ARMA 模型可以直观描述

历史数据对于未来的影响，且模型较为简单，因此

常被用于描述负荷和发电的时序模型[30]。 

马尔科夫模型是一类无后效性模型，即随机量

的概率分布仅取决于前一个时刻的状态，而不取决

于更早的状态。马尔科夫模型及其推广形式在新能

源随机性建模中也很常用，例如文献[21]采用隐马

尔科夫模型(hidden Markov model，HMM)描述光伏

的随机性在不同状态之间的切换过程。显然，

ARMA(1,0)模型也是一类马尔科夫模型。 

更一般的时序相关性可以采用自相关函数

Ri()描述，其定义如下： 

 , ,( ) lim { }i i t i t
t

R    
 E  (10) 

式中：t表示平稳状态；Ri()衡量了随机过程

i,t 在间隔为的两个时刻的值之间的相关性。一个

特例是0 时，Ri()Ri(0)即为i,t 的方差。自相

关函数可以更直接地体现新能源随机性的时序相

关性，也便于统计。在风电的分钟级到秒级的波动

中，常采用该类描述及其等价的功率谱描述[32]。 

本节将讨论上述常见的随机性模型如何在保证

随机特性不变的前提下转化为伊藤过程模型，并将

从概率分布、空间相关性和时序相关性 3 个方面讨

论伊藤过程的构造方法。值得注意的是，尽管有大

量的文献研究伊藤过程的相关性质，但本节所讨论

的是其逆问题，即满足给定性质的伊藤过程的构造

方法。特别地，满足本文中所讨论的随机特性的伊

藤过程构造方法，在已有的文献中并无论述，因此

本节将要介绍的构造方法是本文的主要贡献之一。 

2.2  考虑概率分布的伊藤过程构造方法 

本节考虑一维的随机变量，给定其概率分布，

构造相应的伊藤过程。具体的构造算法如图 1 所示。

在图 1 中，是任选的正实数，这说明伊藤过程的

构造方法不是唯一的。这种不唯一性是因为此处尚

未考虑随机变量的时序相关性。因此，的确定将

在 2.4 节中论述。 
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任选0

开始

输入：概率分布 p( )

 ( t) t

2
( ) ( )d

( ) 2
( )

t

t
t

p

p


   

 



  

 

  输出：
d t ( t)dt ( t)dWt

结束  

图 1  考虑概率分布的伊藤过程构造方法 

Fig. 1  Construction of  

Itô processes considering probability distribution 

图 1 的证明可以参考附录 A。该算法的核心在

于如下： 

 2
( ) ( )d

( ) 2
( )

t

t
t

p

p


   

 



  

 
 (11) 

式(11)给出了在已知新能源出力随机性t 的概

率分布的情况下，伊藤过程的扩散项(t)和漂移项

(t)之间所满足的关系。因此，通过合理选取漂移

项和扩散项，伊藤过程可以描述任意形式的概率分

布。对于一些常见分布，漂移项和扩散项都有比较

简明的表达式。表 1 中给出了一些常见分布的漂移

项和扩散项。 

表 1  新能源发电随机性的典型概率分布对应的 

漂移项和扩散项 

Tab. 1  Drift components and diffusion components of 

typical probability distributions 

分布 概率密度函数 漂移项 扩散项 

正态分布 
21 ( )

exp[ ]
22 b

a

b

 


 (ta) 2b 

Beta 分布 
1 11
(1 )

( , )
a b

B a b
    ( )t

a

a b
 


 (

2
1 )t ta b

 


 

Gamma 分布 
1 exp( )

( )

a
ab

b
a
 


   ( )t

a

b
   2 t

b


 

Laplace 分布 
1 | |

exp( )
2

t a

b b

 
  (ta) 2b|ta|2b2 

2.3  考虑空间相关性的伊藤过程构造方法 

在图 1 所示的算法的基础上，本节进一步讨论

在多维的情形下，考虑空间相关性的构造方法。本

节希望解决的问题是：如何让伊藤过程的各个变量

满足相应的边缘概率分布的同时，保证各个变量间

满足如下协方差矩阵所描述的空间相关性[26]： 

 Tlim t t
t

M  E  (12) 

式中 t表示平稳状态，注意这是出于数学上的

严谨性考虑，而实际应用中，t 通常在很短的时间

内即可趋于平稳。 

为了方便起见，定义如下辅助的函数矩阵： 

 T( ) ( ) )
1

2
(t t tD       (13) 

D(t)的对角项为 Dii(i,t)0.5i
2(i,t)，可以根据

式(11)，由各个变量的边缘分布计算。因此，为考

虑空间相关性，核心在于 D(t)的非对角项的计算。 

为了给出非对角项的计算公式，按照如下方式

定义矩阵M和函数矩阵 D(t)的相关系数： 

 

, ,

( )

( ) ( )

ij
ij

ii jj

ij t
ij

ii i t jj j t

m
r

m m

D
r

D D 






  




 (14) 

本文在附录 B 中证明了函数矩阵 D(t)的各个

元素满足如下的表达式： 

 ij ij ijr r   (15) 

式中ij 为修正项，可按照如下方法计算： 

 
,

,

,

,

( ) ( )
lim

( ) ( )

ii i t jj j t
ij

t
ii i j jt j t

D D

D D

 


 


E E

E
 (16) 

由此，D(t)和 M 的相关系数具有简单的线性

关系，因此，可以根据式(15)、(16)构造出如图 2

的考虑空间相关性的伊藤过程构造方法。 

按照式(11)计算 i( i,t)

开始

  输入：协方差矩阵 M，第 i 
个随机量的概率分布 pi( i)

按照式(13)计算 ( t)

  输出：
d t ( t)dt ( t)dWt

结束

按照式(14)—(16)计算 D( t)

 

图 2  考虑空间相关性的伊藤过程构造方法 

Fig. 2  Construction of  

Itô processes considering spatial correlation 

2.4  考虑时序相关性的伊藤过程构造方法 

本节讨论考虑时序相关性的伊藤过程构造方

法，包括两类时序相关性模型，即 ARMA 模型和

自相关函数模型。对于 ARMA 模型来说，其与伊
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藤过程模型可以很自然地兼容，而对于自相关函数

模型，本节提出了一种构造方法，用于满足给定的

自相关函数和概率分布，并证明了该方法的有效性。 

2.4.1  将 ARMA 模型转化为伊藤过程 

伊藤过程模型可以自然地兼容 ARMA 模型。

例如式(9)中的 ARMA(1,0)模型，可以看作如下伊

藤过程在t1 的离散化： 

 d ( ) d dt t tt   W      (17) 

可以看出，式(17)是一个线性漂移项、常数扩

散项的伊藤过程。由于其他的 ARMA 模型均可通

过向量变换转化为 ARMA(1,0)模型，因此，ARMA

模型可以看作伊藤过程模型的一种特例。 

2.4.2  将自相关函数模型转化为伊藤过程 

本节考虑构造伊藤过程满足式(10)所表述的自

相关函数。这里，可以注意到图 1 所述的满足给定

概率分布的伊藤过程构造方法中，有一个任选正实

数。该参数即可决定伊藤工程的时序相关性。具

体来说，当为常数时，自相关函数满足如下指数

形式[9,19]： 

 ( ) (0)exp( )R R    (18) 

该形式的自相关函数是文献中最常用到的自

相关函数形式，例如文献[9]中即利用了该性质，给

出了 AGC 系统的 CPS 指标和 BAAL 指标的快速计

算方法。 

接下来，本节讨论在给定一般的自相关函数

R()的时候，如何构造相应的伊藤过程。一般来说，

相关性会随着增大而降低。因此，有可能把 Ri()

表示成一系列指数衰减的相关函数的和(积分)： 

 
0

( ) (0) ( )exp( )di i i i i iR R q   


   (19) 

尽管没有一般的方法计算 qi(i)，但是对于典

型的衰减函数，尤其是指数和多项式衰减函数，均

可以较方便地得到 qi(i)。表 2 给出了常用的 qi(i)

的表达式。 

表 2  典型自相关函数对应的 qi(i) 

Tab. 2  qi(i) for typical auto-correlation functions 

自相关函数 qi(i) 

exp(0) (0) 

(0)
a(a0) 

10
0exp( )

( )

a
a

a


 


   

( )k
k

R   1
( (0) ( ))

(0) k k
k

R q
R

  

例如，对于 R()1/(1)，有如下表达式： 

 
0

( ) exp( )exp( )d iR    


    (20) 

因此有 q()exp()。 

显然有
0

( )d 1i i iq  


 ，再令 q()0，0， 

则可以认为i 是满足概率密度函数 q()的一个随

机变量。此时，可以采用如图 3 的算法构造相应的

伊藤过程。 

根据 p( )，按照式(11)计算 
 ( )

开始

   输入：系数 q( )，概率分布 p( )

根据 q( )，按照式(11)计算 
 ( )

结束

( ) 0
 d d d

0 ( )
t t t

t
t t t t

t W



   
    

               
输出

 

图 3  考虑时序相关性的伊藤过程构造方法 

Fig. 3  Construction of  

Itô processes considering temporal correlation 

图 3 所示的算法主要思路在于构造一个辅助   

的伊藤过程t，用于描述多个指数时间相关性的概

率叠加关系。附录 C 证明了图 3 所给出的算法的正

确性。由此，给定新能源出力的概率分布和时序相

关性，则可以构造相应的伊藤过程，满足这些统计

特性。 

2.5  小结 

2.2 节论述了如何根据给定的概率密度函数，

构造相应的伊藤过程，而 2.3、2.4 节则论述了如何

在考虑概率密度函数的同时，进一步考虑时序相关

性和空间相关性。应该注意到，图 2、3 所述的算

法分别针对的是伊藤过程的扩散项和漂移项，它们

的构造是完全解耦的。因此，可以同时考虑这两个

算法，使得新能源随机性t 的每一项均满足给定的

概率分布，同时还满足给定的时序相关性和空间相

关性。 

本节的论述表明，伊藤过程具有较广泛的适用

性，是文献中常用模型(例如基于概率分布的模型、

基于协方差的模型等)的一种统一的表示形式，可   

以有效地描述新能源随机性的概率分布和时空相

关性。 

3  基于历史数据的伊藤过程参数估计方法 

2 节中说明了伊藤过程用于描述新能源随机性

的概率分布、时序相关性和空间相关性的可行性。
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然而，在实际应用中，并不需要先根据历史数据计

算出新能源随机性的分布、时空相关性等统计数

据，再寻找合适的伊藤过程。相反，可以根据历史

数据估计出伊藤过程的相关参数。在一些数学文   

献[34-35]中已经给出了一些伊藤过程的极大似然

估计方法，本节在这些方法的基础上，给出一种更

简洁的估计算法，以便更好地应用于新能源出力随

机性的估计中。 

由于历史数据均为离散采样，因此可以认为时

间 t 是离散的。假设有一组观测数据0
o,1

o,,T
o，

其中上标“o”表示该组数据是t 的观测值。本节

的目标是以此为基础，计算如下伊藤过程的参数： 

 d ( ; )d ( ; )dt t t tt   W      (21) 

式中：(t;)、(t;)分别为参数化的漂移项和

扩散项；为待定的参数。根据实际情况，可以选

择不同的函数形式和待定参数。一般来说，待定参

数越多，模型的表达能力越强，但所需的拟合数据

也越多。 

极大似然法的目标是最小化如下负对数条件

概率： 

 o o o o
1 2 0min log Pr{ , , , | }TL        (22) 

将该目标函数 L 称为似然值。为求得该值，首

先利用伊藤过程的增量独立性得到： 

 
1

o o
1

0

log Pr{ | }
T

t t
t

L





     (23) 

进一步地，考虑式(21)的离散形式： 

 1 ( ; ) ( ; )t t t t tt      W       (24) 

同时，根据伊藤过程的性质可知 Wt 

N(0,tI)，因此有： 

T
1 ~ ( ( ; ) , ( ; ) ( ; ) )t t t t tN t             (25) 

因此，根据t1 和t 的观测值，即

o
t1和

o
t，可

以得到： 

o o
1

o o T 1 o o
1 1

1
Pr{ | }

(4 ) det( )

exp( [ ] )[ ]

t t

t t t t

Nt

t t




 

 
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      

D

D

 

       (26) 

将该式代入式(23)，即可得到用极大似然法估

计伊藤过程的待定参数的目标函数： 
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
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D

D

  

    (27) 

式(27)是一个无约束的最优化问题，可以通过

数值方法(如梯度下降法)求得最优的待定参数。 

4  算例分析 

本节对上述基于模型和基于数据的伊藤过程

构造方法进行算例验证。4.1 节验证了基于模型的

伊藤过程构造方法，即给定随机性的统计模型，构

造相应的伊藤过程以满足这些统计特征。4.2 节针

对实际的光伏电站和风电场的出力数据，验证基于

历史数据的伊藤过程构造方法的有效性。 

4.1  算例 1：基于模型的伊藤过程构造方法 

4.1.1  算例 1.1：基于概率分布的构造方法 

本算例用于图 1 所示的基于概率分布的构造方

法的正确性。考虑两种类型的平稳分布，即正态分

布 N(0,1)和拉普拉斯分布 Laplace(0,1/ 2 )，容易知

道两者的均值和方差均相同。由表 1 可知两种情况

下的伊藤过程的具体模型。其中(t)和(t)可以

根据具体的分布(正态分布或拉普拉斯分布)，由   

表 1 确定。 

按照该伊藤过程生成 10000 个场景，即t


(1 

10000)，其中表示场景编号。由于伊藤过程

是一个随机过程，按照该伊藤过程通过蒙特卡洛仿

真得到的每个场景均为一个时序曲线。因此，针对

不同的时刻 t，均可统计伊藤过程t 的概率分布，

如图 4 所示。 
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图 4  不同时刻的概率密度函数 

Fig. 4  Probability density functions at different time 

由图 4 可知，在起始时刻附近，t的概率分布

集中在初始值附近(在本例中，初始值为 0)，但在

一定时间后，t 的概率分布即收敛到平稳分布。在

两种场景下，t 都收敛到对应的平稳分布，即正态

分布和拉普拉斯分布。 

4.1.2  算例 1.2：基于空间相关性的构造方法 

本节在前一节的基础上，考虑多个变量之间的
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空间相关性，以便验证图 2 所示的考虑空间相关   

性的构造方法的正确性。考虑一个三维的伊藤过程

t，希望其满足如下的协方差矩阵： 

 

1 0.5 0

0.5 1 0.5

0 0.5 1

 
  
 

  

M  (28) 

同样考虑 2 种类型的边缘分布，即正态分布

N(0,1)和拉普拉斯分布 Laplace(0,1/ 2 )。在正态分

布下，可以构造相应如下的伊藤过程： 

1 0 0
d d 2 d0.5 0.8660 0

0 0.5774 0.8165
t t tt

 
   
 

  

W   (29) 

而在拉普拉斯分布下，可以构造如下的伊藤   

过程： 

 

1,

2, 2,

2, 3,
3,

2,
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     
      

W   (30) 

随机生成 1000 个场景，并统计其协方差矩   

阵。在正态分布和拉普拉斯分布下，协方差矩阵分

别如下： 

 

0.9786 0.4983 0.0023

0.4983 1.0338 0.5151

0.0023 0.5151 1.0451

 
  
 

  

M正态分布  (31) 

1.0893 0.5114 0.0064

0.5114 0.9908 0.4508

0.0064 0.4508 0.9758

 
  
 
   

M拉普拉斯分布  (32) 

由此可见，统计得到的协方差和理论的协方差

的区别不到 5%。图 5 给出了不同维度和不同分布

下的散点图。 

无论是高斯分布还是拉普拉斯分布下，均能看

出1和2 正相关，2 和3 负相关，而1 和3 没有

相关性。同时，也可以看出拉普拉斯分布和高斯分

布有着不同的样本分布特性，即拉普拉斯分布的样

本点在原点附近的出现频率更大。这也和拉普拉斯 
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图 5  三维伊藤过程的场景图 

Fig. 5  Scenarios of the 3-dimensional Itô process 

分布的概率密度函数相符合。本算例说明，伊藤过

程能够有效地满足给定的分布特性和空间相关性。 

4.1.3  算例 1.3：基于时序相关性的构造方法 

本算例用于验证图 3 所示的考虑时序相关性的

伊藤过程的构造方法的正确性。首先验证伊藤过程

的指数相关性，构造如下形式的伊藤过程： 

 d d ( )dt t t tt W       (33) 

式中(t)根据随机量的概率分布，由表 1 确定。本

例中同样讨论高斯分布和拉普拉斯分布两种情况。 

图 6(a)给出了1 时，统计得到的伊藤过程自

相关函数，并给出了理论自相关函数作为对比。可

以看出，在本例中，在两种情形(正态分布和拉普拉

斯分布)下，统计得到的自相关函数均和理论自相关

函数一致。图 6(b)以正态分布的t为例，统计了不

同的系数对自相关函数的影响。可以发现，较
大时，自相关函数随着增大的衰减也较快。这是

因为较大时，t 随时间的衰减较快，因此对其后

的t 的影响也较小。 

下面讨论一般自相关函数，并以如下自相关函 

 

协
方
差

 

0.1

0.4

1.0

协
方
差

 

0.0

0.6

1.0

0.7

0.8

0.2

0.4

/s 

(a) 两个伊藤过程时序相关性(1) 

0 1 2 

/s 

(b) 时序相关性和的关系 

0 1 2 

0.5 

1 

2 

正态分布 

理论相关性 
拉普拉斯分布 

 

图 6  伊藤过程的指数时序相关性 

Fig. 6  Exponential temporal correlation of Itô process 
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数为例，验证图 3 所示算法的正确性： 

 
(0

1

)
( )

R
R 





 (34) 

可以根据式(20)确定 q()，从而构造如下的伊

藤过程： 

 
d ( 1)d 2 max{ ,0}d

d d ( )d

t t t t

t t t t t t

t W

t W

  

     

    


  
 (35) 

2 种分布对应的伊藤过程的自相关函数如图 7

所示。由此可见，伊藤过程在描述给定的概率分布

的同时，也可以较准确地描述给定的时序相关性。 
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图 7  一般的时序相关性 

Fig. 7  General temporal correlation of  

the constructed Itô process 

4.2  算例 2：伊藤过程的参数估计 

4.2.1  算例 2.1：某光伏电站的出力随机性参数估计 

本算例以四川地区某光伏电站的出力数据作

为待估计量，进行参数估计。该光伏电站的数据分

辨率为 1min。由于光伏出力受到阳光照射角度的影

响，而阳光照射角度和光照强度在一天中变化很

大，因此为了消除其影响，将光伏出力曲线除以当

天的阳光照射强度曲线(该曲线只考虑光照角度和

强度，不考虑天气因素，因此可以事先给定)，得到

归一化的出力曲线。归一化的出力曲线反映了天气

因素和其他随机因素对于光伏出力的影响[36]。最

后，将归一化的出力曲线作为待预测对象，并将预

测误差作为待估计的随机过程。预测误差的统计特

性有可能与采用的预测算法有关，由于本文并不讨

论具体的预测算法，此处采用最基本的保持性预测

(persistence prediction)，将每个时刻的光伏(归一化)

真实出力作为其 15min 后的出力的预测值，该在已

有的预测误差统计特性研究中也常被采用[20-21]。 

待估计的光伏发电曲线如图 8 所示。 

取 10:00—18:00 的数据，以前 4h 作为训练数 
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图 8  算例 2.1：待估计的光伏实际出力曲线 

Fig. 8  Case 2.1: power output of pv to be estimated 

据，后 4h 作为测试数据。将光伏出力除以当天的

光照强度曲线，并计算其与预测数据的偏差后，得

到的训练数据和测试数据如图 9 所示。 
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图 9  算例 2.1：训练数据和测试数据 

Fig. 9  Case 2.1: training and testing data 

本算例待估计的伊藤过程为线性伊藤过程，即： 

 d d dt t tt W      (36) 

因此待估计的参数为衰减系数和扩散系数

。利用极大似然方法进行参数估计，可以得到 

和的估计值为 ˆ 2.9345  ， ˆ 0.2269  。 

为了验证该结果的有效性，此处根据式(27)计

算负对数似然概率(即目标函数)，并对比不同的
和在训练集和测试集上的目标函数值，如图 10

所示。为方便起见，此处将负对数似然概率归一化

到[0,1]区间。由图 10 可知，在训练集上得到的最

优估计值 ̂和 ̂ ，不仅在训练集上达到了最低的目

标函数值，在测试集上的目标函数值也低于其他的

和的组合。 

图 11 利用估计出的参数，根据上一时刻的光

伏随机性取值计算下一时刻的随机性置信区间。可

以看出，所估计出的参数能够很好地将训练数据和 
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图 10  算例 2.1：不同参数下的目标函数 

Fig. 10  Case 2.1: objective functions under  

different parameters 
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图 11  算例 2.1：由估计参数所得到的置信区间 

Fig. 11  Case 2.1: confidence interval obtained from 

estimated parameters 

测试数据包含在内。表 3 统计了训练数据和测试数

据的曲线落在各个置信区间的概率，可以看出，训

练数据落在各个区间的概率与理论概率较为吻合，

而测试数据落在各个区间的概率则偏低。这是因为

模型参数的估计并未用到测试数据，因此在测试数

据上的误差会大于训练数据上的误差。图 10、11

和表 3 均说明，在实际应用中，可以基于历史数据

得到伊藤过程的参数，并将该伊藤过程参数用于下

一阶段控制策略的制定。 

表 3  算例 2.1：置信区间的统计数据 

Tab. 3  Case 2.1: statistics of confidence interval 

置信区间 
落在该区间的比例/% 

训练数据 测试数据 

30%区间 32.92 26.67 

60%区间 63.50 53.75 

90%区间 90.83 80.83 

4.2.2  算例 2.2：某风场的风电机组随机性参数估计 

本算例在同一个风场中抽取了 3 个风电机组，

并对其随机性进行伊藤过程参数估计。待估计的风

电机组记为风机 1、风机 2 和风机 3，其中，风机 1

和风机 2 的距离较近，而两者均与风机 3 的距离较

远，因此，本算例可用于验证伊藤过程的空间相关

性的估计结果。所采用的实际数据的分辨率为 10

分钟，以 3 天的风电出力实际数据作为训练数据，

随后的 1 天的风电出力实际数据作为测试数据。与

算例 2.1 相同，待估计量为预测误差，而预测值则

类似于文献[20]中的方式，设置为 1h 前的实际出力

(即保持性预测，persistence prediction)。训练数据

和测试数据的波形如图 12 所示。 
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图 12  算例 2.2：训练数据和测试数据 

Fig. 12  Case 2.2: training and testing data 

对训练数据进行参数估计，可以得到如下的伊

藤过程： 

0.3436 0.2401 0.0461

1.3183 d0 0.3081 0.0372

0 0 0.3

d

717
t t t

 
   
 
  

W   (37) 

根据 2.3 节可知，该伊藤过程所对应的各个风

机之间的相关系数为 

 
1 0.6147 0.1225

0.6147 1 0.1532

0.1225 0.1532 1

 
 
 
  

M  (38) 

可以看出，风机 1 和风机 2 之间的正相关性较

强，而风机 3 和前两者的正相关性则较弱。这和 3

个风机的地理位置关系是一致的，即：风机 1 和风

机 2 地理位置较近，而风机 3 距离前 2 台风机较远。

为了进一步说明所估计的结果的有效性，图 13 给

出了在给定风机 1 的出力时，风机 2 和风机 3 的统

计平均出力，并与根据式(37)算出的理论结果进行

了比较。由图 13 可以明显地看出风机 2 与风机 1 
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图 13  算例 2.2：在不同的1下的其他变量的统计均值 

Fig. 13  Case 2.2: average values of variables under 

different 1 

由很强的正相关性，而风机 3 和风机 1 则相关性较

弱。并且，由估计得到的模型计算出的理论结果也

满足同样的规律，因此与实际数据的统计结果较为

吻合。 

与算例 2.1 相似，此处根据所得到的估计模型

计算置信区间。为方便起见，此处给出 3 个风机的

总出力的随机性的置信区间。由图 14 和表 4 可以

得出与算例 2.1 类似的结论，此处不再赘述。由本

算例可知，伊藤过程可以有效地建模风电出力的预 
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图 14  算例 2.2：由估计参数所得到的置信区间 

Fig. 14  Case 2.2: confidence interval obtained from 

estimated parameters 

表 4  算例 2.2：置信区间的统计数据 

Tab. 4  Case 2.2: statistics of confidence interval 

置信区间 
落在该区间的比例/% 

训练数据 测试数据 

30%区间 33.33 26.39 

60%区间 58.56 61.81 

90%区间 86.81 86.81 

测误差，同时可以考虑随机性的空间相关性。 

5  结论 

本文给出了新能源出力随机性的伊藤模型，论

证了其在描述新能源出力随机性的概率分布、时空

相关性等方面的有效性，并给出了实用的参数估计

方法。 

本文的研究表明，给定新能源的概率分布、时

序相关性、空间相关性等特征，可以构造相应的伊

藤过程漂移项和扩散项，使所构造的伊藤过程满足

这些随机特性。因此，伊藤过程具有较为广泛的适

用性。 

同时，本文给出了基于历史数据的伊藤过程参

数估计方法，即极大似然法。该方法将伊藤过程的

漂移项和扩散项作为含有未知参数的函数，通过最

大化对数似然概率得到最优的参数，从而得到伊藤

过程的漂移项和扩散项。在实际应用中，可以根据

历史数据得到伊藤过程的参数，并将其应用于后续

的分析和控制。 

本文的分析从模型和数据的角度分别验证了

伊藤过程作为新能源出力随机性模型的合理性，可

为基于伊藤过程的新能源电力系统分析与控制方

法提供建模基础。 
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附录 A  图 1 所示算法的证明 

根据 Fokker-Planck 方程，概率密度函数满足如下公式： 
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在平稳状态下有： 
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对两边分别积分，并考虑到概率密度函数在无穷远处为

零，可得： 
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再对两边积分即可得到式(11) 

附录 B  空间相关性式(15)、(16)的证明 

此处需要证明扩散项满足式(15)、(16)时，对应伊藤过

程的协方差矩阵为 M。为此，只需证明t 的相关系数为 rij

即可。 

为此，将(t)t 代入伊藤过程表达式，得到 dt 

tdt(t)dWt。再根据伊藤换元公式，可以得到： 
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对等式两边取期望，并考虑 dWt 的期望为零，可以得到： 
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在平稳状态下，等式两边均为零，于是可以得到： 

 T ( )t t t D  E E  (B3) 

将式(15)、(16)代入 D(t)的表达式，并考虑等式两边的

相关系数，即可得到： 
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附录 C  图 3 所示算法的证明 

利用多变量 Fokker-Planck 公式可以证明，t 和t 在平

稳状态下分布为 p(,)p()q()。接下来考虑自相关函数： 
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式中 v(,,)E
,表示初始值为、衰减系数为的伊藤

过程在时刻的期望值。直接计算可以得到： 
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于是有： 
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